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HOW TO GENERATE AN OBJECT UNDER AN ORDINARY
BOLTZMANN DISTRIBUTION VIA AN EXPONENTIAL
BOLTZMANN SAMPLER.
O. BODINI†
Abstract. This short note presents an efficient way to derive from an expo-
nential Boltzmann sampler a ordinary Boltzmann sampler.
Cette note rapide pre´sente une fac¸on efficace de passer d’un ge´ne´rateur de
Botzmann exponentiel a` un ge´ne´rateur de Boltzmann ordinaire.
Introduction and Motivations
Les ge´ne´rateurs de Boltzmann introduit par Duchon, Flajolet, Louchard et Scha-
effer [3], constituent une avance´e importante pour la ge´ne´ration ale´atoire. Ils
permettent aujourd’hui d’engendrer des objets de tailles inexpe´re´es avec les tech-
niques pre´ce´dentes. Nous montrons dans cette petite note comment transformer un
ge´ne´rateur exponentiel de Boltzmann pour une classe combinbatoire C, c’est a` dire
un ge´ne´rateur dont la probabilite´ de tirer un objet ω de taille n est x
n
n!Cˆ(x)
en un
ge´ne´rateur ordinaire de Boltzmann : i.e. avec la probabilite´ de tirer un objet ω de
taille n en x
n
C(x) . Ce petit re´sultat est le premier maillon ne´cessaire a` l’e´laboration
d’un ge´ne´rateur de Boltzmann pour l’ope´rateur Shuffle [2].
1. Notations et de´finitions de base
Nous renvoyons le lecteur au livre “Analytic Combinatorics” [4] pour une remar-
quable exposition de ce qu’est la combinatoire symbolique. Cette note utilise la
terminologie et les concepts de base de ce domaine des mathe´matiques.
Nous rappelons ici brie`vement les notions de combinatoire symbolique qui nous
serons utiles par la suite : Une classe combinatoire est un couple (A, |.|) (simplement
A s’il n’y a pas d’ambiguite´) ou` A est l’ensemble des objets de la classe et |.| une
fonction taille A → N associe´ aux objets. De plus nous de´sirons qu’il n’y ait qu’un
nombre fini d’objet de meˆme taille. Etant donne´e A une classe combinatoire. Nous
notons Aˆ(x) la serie ge´ne´ratrice exponentielle de A (EGF): Aˆ(x) =
∑
n≥0
an
n! x
n ou`
an est le nombre d’objets dans A de taille n. Parallelement, la fonction ge´ne´ratrice
ordinaire de A (OGF) est A(x) =
∑
n≥0
anx
n.
2. Ge´ne´ration ale´atoire
On rappelle ici les deux types de ge´ne´rateurs de Boltzmann comme introduit dans
[3]. Les ge´ne´rateurs exponentiels qui sont des ge´ne´rateurs qui doivent renvoyer un
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objet ω de taille n avec probabilite´ x
n
n!Cˆ(x)
et les ge´ne´rateurs ordinaires qui doivent
renvoyer un objet ω de taille n avec probabilite´ x
n
C(x) .
Montrons ci-dessous comment passer de manie`re efficace d’un ge´ne´rateur de
Boltzmann exponentiel vers un ge´ne´rateur de Boltzmann ordinaire. L’ide´e est simil-
liaire a` celle pre´sente dans l’article [1, 5] permettant de passer d’un ge´ne´rateur de
Boltzmann d’une classe pointe´e A• a` un ge´ne´rateur de Boltzmann pour la classe
A. Cette approche a e´te´ pour la premie`re fois evoque´e lors d’une discution entre
P. Flajolet et M. Soria. Nous reprenons donc ici l’ide´e de ne pas selectionner le
parametre de Boltzmann de manie`re de´terministe mais de le choisir de manie`re
probabiliste a` partir d’une distribution continue de probabilite´ bien choisie. Plus
explicitement, en voici le principe :
Algorithm 1: ΓxA
Output: un objet tire´ suivant une probabilite´ de Boltzmann ordinaire
1 Tirer un parametre u suivant la densite´ de probabilite´
e−uAˆ(xu)
A(x)
2 Tirer un objet γ avec le ge´ne´rateur exponentiel de parameˆtre xu : γ = ΓˆxuA.
3 return l’objet γ.
Proof. Tout d’abord d(u) =
e−uAˆ(xu)
A(x)
est bien une densite´ de probabilite´ sur
[0,∞]. C’est une fonction positive et
∞∫
u=0
e−uAˆ(xu)
A(x)
du = 1. Il reste a` montrer qu’un
objet γ de taille n est bien retourne´ avec probabilite´ x
n
C(x) . Pourque l’objet γ soit
retourne´, il faut avoir tirer une certaine valeur pour u, puis avoir tire´ γ avec le
ge´ne´rateur ΓˆxuA. Ceci donne la probabilite´ : p(γ) =
∞∫
u=0
e−uAˆ(xu)
A(x)
(xu)n
n!Aˆ(xu)
du.
Soit apre`s symplification, p(γ) =
xn
n!A(x)
∞∫
u=0
e−uundu. Mais
∞∫
u=0
e−uundu = n! et
le the´ore`me s’ensuit. 
En conclusion, en utilisant des techniques classiques permettant de tirer suivant
une certaine densite´ de probabilitie´ (voir L. Devroye), il est possible de faire un
tirage de u en temps constant et donc, l’algorithme ci-dessus et un ge´ne´rateur
ordinaire de meˆme complexite´ que le ge´ne´rateur exponentiel.
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